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RESUME. On donne un crite`re optimal d’annulation de la torsion en cohomologie Lp pour
les varie´te´s riemanniennes a` courbure sectionnelle ne´gative pince´e. Il en re´sulte que certains
espaces homoge`nes a` courbure ne´gative ne sont pas quasiisome´triques a` des varie´te´s plus
pince´es qu’eux.
ABSTRACT. A sharp vanishing theorem for the Lp cohomology torsion of Riemannian ma-
nifolds with pinched negative curvature is given. It follows that certain negatively curved
homogeneous spaces cannot be quasiisometric to better pinched manifolds.
1 Introduction
1.1 Motivation : un proble`me de pincement
D’un the´ore`me de M. Berger et W. Klingenberg, [Be], il re´sulte que si V est un espace syme´trique
de rang un de type compact a` courbure non constante (i.e. un espace projectif complexe CPm,
m ≥ 2, un espace projectif quaternionien HPm, m ≥ 2, ou le plan projectif des octaves de Cayley
CaP 2), V n’admet pas de me´trique a` courbure comprise entre δ et 1 si δ > 14 .
On se pose un proble`me analogue en courbure ne´gative. Si −1 ≤ δ < 0, on dit qu’une varie´te´
riemannienne est δ-pince´e s’il existe a > 0 tel que sa courbure soit comprise entre −a et δa.
Par exemple, l’espace hyperbolique re´el est −1-pince´. Les espaces syme´triques de rang un de
type non compact a` courbure non constante sont − 14 -pince´s. Il s’agit des espaces hyperboliques
complexes CHm, m ≥ 2, des espaces hyperboliques quaternioniens HHm, m ≥ 2, et du plan
hyperbolique des octaves de Cayley CaH2.
Le proble`me du pincement optimal consiste a` de´terminer quel est le meilleur pincement pos-
sible pour une me´trique sur une varie´te´ donne´e. Pour les varie´te´s simplement connexes (et donc
diffe´omorphes a` l’espace hyperbolique re´el), il convient de se restreindre a` des me´triques com-
parables a` une me´trique de re´fe´rence, par exemple, qui lui sont quasiisome´triques. On rappelle
que deux varie´te´s riemanniennes M et N sont dites quasiisome´triques s’il existe une application
f : M → N et des constantes C et L telles que l’image de f soit C-dense dans N et pour tous
points x, y ∈M ,
−C + 1
L
≤ d(f(x), f(y)) ≤ Ld(x, y) + C.
Question. Soit M une varie´te´ riemannienne δ-pince´e. Existe-t’il une varie´te´ riemannienne N
quasiisome´trique a` M et δ′-pince´e avec δ′ < δ ?
Dans cet article, on de´termine le pincement optimal pour des familles d’espaces homoge`nes
riemanniens. Voici un exemple. Soit G2,4,− 14 le produit semi-direct de R
3 par R de´fini par le
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groupe a` un parame`tre d’automorphismes de R3 engendre´ par la matrice1 0 00 1 0
0 0 2
 .
La me´trique riemannienne qui en coordonne´es exponentielles t (sur le facteur R), x, y et z (sur le
facteur R3) s’e´crit
ds2 = dt2 + e2t(dx2 + dy2) + e4tdz2
est invariante a` gauche. On ve´rifie aise´ment (voir par exemple [He]) que cette me´trique est − 14 -
pince´e.
The´ore`me 1 Soit δ < − 14 . Aucune varie´te´ riemannienne δ-pince´e n’est quasiisome´trique a` G2,4,− 14 .
La preuve utilise la torsion en cohomologie Lp. C’est un espace vectoriel, note´ T 2,p(M), de´fini
pour p ≥ 1. Pour une varie´te´ simplement connexe a` courbure ne´gative, le nombre
T (M) = inf{p > 1 ; T 2,p(M) 6= 0}
est un invariant de quasiisome´trie. Un the´ore`me de comparaison (the´ore`me A) entraˆıne que si
dimM = 4 et si M est δ-pince´e, alors T (M) ≥ 1 + 2√−δ. Un calcul direct (the´ore`me B) montre
que pour le produit semi-direct G2,4,− 14 , la torsion T
2,p est non nulle pour 2 < p < 4, d’ou`
T (G2,4,− 14 ) = 2.
La minoration du pincement s’en de´duit imme´diatement.
1.2 Un proble`me ouvert
A ma connaissance, le proble`me du pincement optimal pour les espaces syme´triques − 14 -pince´s
est toujours ouvert. Pourtant, le plan hyperbolique complexe CH2 est infiniment voisin de G2,4,− 14 .
Il peut-eˆtre vu comme un groupe de Lie re´soluble muni d’une me´trique invariante a` gauche. Ce
groupe est le produit semi-direct du groupe de Heisenberg Heis par R engendre´ par la de´rivation
de matrice
1 0 00 1 0
0 0 2
. Toutefois
T (CH2) = 4,
si bien que le the´ore`me de comparaison ne donne pas de borne optimale pour le pincement des
varie´te´s riemanniennes N quasiisome´triques au plan hyperbolique complexe. Il y a donc une limi-
tation essentielle dans la me´thode.
Le proble`me restreint ou` l’on suppose que la varie´te´ inconnue N reveˆt une varie´te´ riemannienne
compacte a e´te´ re´solu par M. Ville [V] en dimension 4, par L. Herna´ndez [Hz], S.T. Yau et F. Zheng,
[YZ] pour les espaces hyperboliques complexes, par N. Mok, Y.T. Siu et S.K. Yeung [MSY], J. Jost
et S.T. Yau [JY] pour les autres espaces syme´triques de rang 1.
1.3 Cohomologie Lp
Soit M une varie´te´ riemannienne. Soit p > 1 un re´el. On note LpΩ∗(M) l’espace de Banach
des formes diffe´rentielles Lp et Ω∗,p(M) = Lp ∩ d−1Lp l’espace des formes diffe´rentielles Lp dont
la diffe´rentielle exte´rieure est aussi Lp. La cohomologie du complexe (Ω∗,p(M), d) s’appelle la
cohomologie Lp de M . Elle est inte´ressante surtout si M est non compacte.
Par de´finition, la cohomologie Lp est invariante par diffe´omorphisme bilipschitzien. Dans la
classe des varie´te´s simplement connexes a` courbure ne´gative ou nulle, c’est un invariant de quasii-
some´trie (cf. [G2]).
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En toute ge´ne´ralite´, la cohomologie Lp se de´compose en cohomologie re´duite et torsion
0→ T ∗,p → H∗,p → R∗,p → 0,
ou` la cohomologie re´duite est R∗,p = ker d/im d et la torsion est T ∗,p = im d/im d. La cohomologie
re´duite (parfois note´e H
k
(p)) est un espace de Banach sur lequel les isome´tries de M agissent
isome´triquement. La torsion est non se´pare´e.
Par exemple, la cohomologie Lp de la droite re´elle est entie`rement de torsion. La cohomologie Lp
du plan hyperbolique est entie`rement re´duite. Ne´anmoins, cohomologie re´duite et torsion coexistent
souvent.
1.4 Pincement de la courbure
En degre´s k > 1, la cohomologie Lp est lie´e de fac¸on optimale au pincement de la courbure.
The´ore`me A. Soient δ ∈] − 1, 0[ un re´el, n et k = 2, . . . , n des entiers. Notons q(n, δ, k) =
1 +
n− k − 1
k
√−δ.
Soit M une varie´te´ riemannienne comple`te de dimension n, simplement connexe, dont la cour-
bure sectionnelle K satisfait −1 ≤ K ≤ δ. Alors
T k,p(M) = 0, i.e. Hk,p(M) est se´pare´ pour 1 < p < q(n, δ, k − 1).
Hk,p(M) = 0 pour 1 < p ≤ q(n, δ, k).
Ce re´sultat, annonce´ dans [P1], est un raffinement de celui de H. Donnelly et F. Xavier, [DX],
concernant l’annulation de la cohomologie L2 re´duite. La condition d’annulation de la torsion est
optimale. D’abord, pour l’espace hyperbolique (δ = −1) en tout degre´, voir en 29. Mais il y a
d’autres exemples. Soient n et µ des entiers tels que 2 ≤ µ ≤ n − 1 et δ ∈] − 1, 0[. Soit Gµ,n,δ le
produit semi-direct G = R×α Rn−1 ou` α est une matrice diagonale avec seulement deux valeurs
propres distinctes 1 et
√−δ < 1 de multiplicite´s µ − 1 et n − µ. Alors le groupe de Lie Gµ,n,δ
posse`de une me´trique riemannienne invariante a` gauche δ-pince´e.
The´ore`me B. Soient n et k = 2, . . . , n− 1 des entiers.
1. Pour l’espace hyperbolique re´el, T k,p(RHn) 6= 0 si et seulement si p = n− 1
k − 1 .
2. Soient δ ∈]− 1, 0[ un re´el. Si k = µ et
q(n, δ, k − 1) < p < 1 + 1 + (n− 1− k)
√−δ
k − 2 +√−δ ,
alors T k,p(Gµ,n,δ) 6= 0, i.e. Hk,p(Gµ,n,δ) n’est pas se´pare´.
Par conse´quent, pour tout µ = 2, · · · , n − 1, Gµ,n,δ n’est pas quasiisome´trique a` une varie´te´
δ′-pince´e avec δ′ < δ.
Ce re´sultat, qui e´labore sur [KS], a e´te´ annonce´ dans [P3].
1.5 Cas des espaces syme´triques de rang un
Les espaces syme´triques de rang 1 de type non compact a` courbure non constante sont −1/4-
pince´s. Alors que ce sont de bons candidats pour tester l’optimalite´ du the´ore`me A, (la preuve
ne comporte aucune perte quand on l’applique a` ces espaces pour les valeurs ade´quates de k), le
calcul re´ve`le que leur cohomologie Lp reste se´pare´e au-dela` des intervalles donne´s par le the´ore`me
A. Cela re´sulte de la non commutativite´ de leur unipotent maximal, voir [P2].
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1.6 Me´thode
Une varie´te´ riemannienne M a` courbure sectionnelle ne´gative ressemble a` un produit. En effet,
le flot φt de l’oppose´ du gradient d’une fonction de Busemann b re´alise un diffe´omorphisme de M
sur H×R, ou` H = b−1(0) est une horosphe`re. Par exemple, pour l’espace homoge`ne G2,4,− 14 (resp.
le plan hyperbolique complexe CH2), b(t) = −t, H = R3 (resp. H = groupe d’Heisenberg). Les
orbites du flot φt sont des ge´ode´siques asymptotes en +∞, i.e. aboutissant en un meˆme point a`
l’infini, en provenance de tous les autres points a` l’infini (voir figure).
horospheres
geodesiques
On montre que si la courbure est suffisamment pince´e (i.e., sous les hypothe`ses du the´ore`me
A), toute k-forme ferme´e Lp ω posse`de une valeur au bord
ω∞ = lim
t→+∞φ
∗
tω.
De plus, ω est la diffe´rentielle d’une forme Lp si et seulement si ω∞ = 0. Par conse´quent, l’appli-
cation valeur au bord induit une injection de Hk,p dans un espace se´pare´, donc Hk,p est se´pare´.
Inversement, pour les espaces homoge`nes Gk,n,δ, on construit explicitement des classes de coho-
mologie non nulles, en utilisant la structure de produit semi-direct. Il faut se me´fier de la formule
de Ku¨nneth, qui n’est pas vraie en pre´sence de torsion, meˆme pour les produits directs. Apre`s des
pre´liminaires (dualite´ de Poincare´, annulation de la cohomologie Lp re´duite des groupes abe´liens),
on introduit et on construit des classes de torsion non nulles particulie`res, dites robustes, qui restent
non nulles apre`s produit carte´sien. La nature semi-directe du produit Gk,n,δ = R
n−1 ×αR exige
la construction de classes robustes adapte´es a` la graduation de l’alge`bre exte´rieure de Rn−1 par
les espaces propres de la de´rivation α. Puis on effectue le produit carte´sien de ces classes avec des
classes de cohomologie a` support compact de R. On obtient ainsi un intervalle ouvert de valeurs
de p pour lesquelles T k,p(Gk,n,δ) 6= 0. Pour l’espace hyperbolique re´el, il y a exactement une valeur
de p en chaque degre´ > 1 pour laquelle T k,p(RHn) 6= 0. On le montre en effectuant le produit
carte´sien d’une classe de torsion robuste de R avec une classe de cohomologie a` support compact
de Rn−1.
1.7 Remerciements
Je tiens a` remercier D. Rugina pour les nombreuses conversations que nous avons eues autour
de la cohomologie Lp, V. Goldshtein et M. Troyanov, pour leurs marques d’inte´reˆt et leur manuscrit
[GT] qui a e´te´ une source d’inspiration.
2 Annulation de la torsion
2.1 Fonctions de Busemann
Soit M une varie´te´ riemannienne simplement connexe a` courbure sectionnelle ne´gative pince´e.
On se donne une fonction de Busemann b. C’est une fonction, obtenue comme limite de distances
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a` des points, qui posse`de les proprie´te´s suivantes.
1. b est lisse, son gradient est partout de norme 1.
2. Les lignes de gradient de b sont des ge´ode´siques convergeant en +∞ vers un meˆme point du
bord a` l’infini de M .
3. Les proprie´te´s de contraction du flot φt de −∇b sont controˆle´es par la courbure sectionnelle.
Exemple 1 Cas de l’espace hyperbolique re´el.
Dans ce cas, tout plan totalement ge´ode´sique contenant une ligne de gradient de b est stable par φt.
Orthogonalement a` ses orbites, φt est une homothe´tie de rapport e
−t : (φt)∗(g−b2) = e−2t(g−b2).
Autrement dit, φt contracte de la meˆme fac¸on dans toutes les directions autour d’une orbite. φt
multiplie les volumes par le facteur e−(n−1)t, ou` n = dimM . Si ω est une k-forme diffe´rentielle sur
M , elle se de´compose uniquement en ω = β + γ ∧ db de sorte que ιξβ = 0, ιξγ = 0. Alors
|φ∗tβ|(x) = ekt|β|(φt(x)), |φ∗t γ|(x) = e(k−1)t|γ|(φt(x)).
La formule de changement de variables donne∫
M
|φ∗tβ|p = e(kp−n+1)t
∫
M
|β|p,
∫
M
|φ∗t γ|p = e((k−1)p−n+1)t
∫
M
|γ|p.
Autrement dit, le flot φt contracte ou dilate exponentiellement la norme L
p des k-formes diffe´rentielles,
transversalement a` ses orbites, suivant que p est infe´rieur ou supe´rieur a` n−1k .
Exemple 2 Cas de l’espace hyperbolique complexe.
Dans ce cas, toute ligne de gradient est contenue dans une droite complexe, totalement ge´ode´sique,
de courbure sectionnelle −1, stable par φt. Tangentiellement a` cette droite, et orthogonalement a`
l’orbite, φt est une homothe´tie de rapport e
−t. Tout plan contenant ξ mais orthogonal a` la droite
complexe, s’exponentie en une surface totalement ge´ode´sique a` courbure sectionnelle −1, stable par
φt, donc, dans ces directions, φt est une homothe´tie de rapport e
−t/2. Par conse´quent, φt multiplie
les volumes par e−mt, ou` m = dimCM = 12dimM . Si ω est une k-forme diffe´rentielle sur M , elle
se de´compose uniquement en ω = β + γ ∧ db de sorte que ιξβ = 0, ιξγ = 0, puis β se de´compose a`
son tour en β = + η ∧ Jdb, ou` J de´signe la structure complexe, et ιJξ = 0, ιJξη = 0. Alors
|φ∗t |(x) = ekt/2||(φt(x)), |φ∗t η|(x) = e(k−1)t/2|γ|(φt(x)).
Remarquer que |φ∗tJdb| = e−t. Il s’ensuit que∫
M
|φ∗t |p = e(kp−2m)t/2
∫
M
||p,
∫
M
|φ∗t η ∧ Jdb|p = e((k+1)p−2m)t/2
∫
M
|η ∧ Jdb|p.
Autrement dit, le flot φt contracte (resp. dilate) exponentiellement la norme L
p de toutes les k-
formes diffe´rentielles, transversalement a` ses orbites, si p < 2mk+1 =
n
k (resp. si p >
2m
k ). Lorsque
2m
k+1 < p <
2m
k , la situation me´rite plus d’attention.
2.2 Champs de vecteurs (k, p)-contractants
Les exemples ci-dessus sugge`rent la de´finition suivante.
De´finition 3 Soit M une varie´te´ riemannienne. Soit ξ un champ de vecteurs complet sur M , soit
φt son flot. Soit p > 1 un re´el, soit k un entier infe´rieur a` la dimension de M . On dit que ξ est
(k, p)-contractant si φt diminue exponentiellement la norme L
p des k-formes transversalement a`
ξ. Plus pre´cise´ment, on note Jac(φt) le jacobien de φt, et on demande qu’il existe des constantes
C et η > 0 telles que, pour tout x ∈M et toute k-forme β ∈ ΛkT ∗M telle que ιξβ = 0,
|φ∗tβ|(x) Jacx(φt)1/p ≤ C e−ηt|β|(φt(x))
pour tout t ≥ 0.
On dit que ξ est (k, p)-dilatant si −ξ est (k, p)-contractant.
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Exemple 4 Cas des produits semi-directs G = H ×αR.
Ici, H est un groupe de Lie, α une de´rivation de l’alge`bre de Lie de H qui engendre un groupe a`
un parame`tre etα d’automorphismes de H, et G = H ×R muni de la multiplication
(h, t)(h′, t′) = (h etα(h′), t+ t′).
On utilise le champ de vecteurs invariant a` gauche ξ = ∂∂t qui engendre l’action a` droite du facteur
R. Alors les formes diffe´rentielles annule´es par ιξ s’identifient aux formes diffe´rentielles sur H
de´pendant de t. Notons sp(α) l’ensemble des valeurs propres de α re´pe´te´es autant de fois que leurs
multiplicite´s. Le flot φt agit sur les k-formes transverses avec pour valeurs propres les nombres
e−tλ, ou` λ de´crit les sommes de k e´le´ments de sp(α). Par conse´quent, ξ est (k, p)-contractant si et
seulement si les parties re´elles de toutes ces sommes sont strictement supe´rieures a` tr (α)p .
Proposition 5 Soit M une varie´te´ riemannienne comple`te de dimension n, simplement connexe,
dont la courbure sectionnelle K satisfait −1 ≤ K ≤ δ < 0. Soit ξ un champ de vecteurs de
Busemann. Si k = 0, · · · , n− 1 et si p > 1 satisfait
p < q(n, δ, k) = 1 +
n− k − 1
k
√−δ, (resp. p > 1 + n− k − 1
k
√−δ ),
alors le champ ξ est (k, p)-contractant (resp. (k, p)-dilatant).
Preuve. Notons φt le flot de ξ. Ses trajectoires sont des ge´ode´siques parcourues a` vitesse 1. Soit
x ∈M . La quantite´ a` majorer est
n(t, x) = p log ‖ (Λkdφt)|Λkξ⊥ ‖ − log det(dφt).
Elle satisfait, pour tous s et t, n(t+ s, x) = n(s, φt(x)) + n(t, x).
Notons τt le transport paralle`le de φt(x) a` x le long de la ge´ode´sique s 7→ φs(x). Alors τtdφt
pre´serve l’hyperplan orthogonal a` ξ(x). Notons J(t) sa matrice dans une base orthonorme´e de
ξ(x)⊥, de sorte que n(t, x) = p log ‖ ΛkJ(t) ‖ − log det(J(t)).
Comme ξ est un gradient, la matrice U(t) = J(t)−1J ′(t), seconde forme fondamentale des
hypersurfaces de niveau, est syme´trique. Comme les colonnes de J sont des champs de Jacobi, la
matrice U(t) satisfait l’e´quation de Riccati
U ′ + U2 +R = 0
ou` R est la matrice de l’ope´rateur de courbure v 7→ R(v, ξ)ξ. Classiquement (voir par exemple
[BK], [CE]), on en tire une estimation des valeurs propres λ1, . . . , λn−1 de U ,
√−δ ≤ λ1 ≤ · · · ≤ λn−1 ≤ 1.
Comme J(0) = I est l’identite´, J(t) = I + tU(0) + o(t) donc ‖ ΛkJ(t) ‖ ≤ 1 + |t|‖ DkU(0) ‖+ o(t)
ou` DkU de´signe l’extension de U comme de´rivation de l’alge`bre exte´rieure. On peut donc majorer
la de´rive´e a` droite
n′(0+) =
∂n
∂t
(0, x) ≤ p‖ DkU(0) ‖ − trU(0)
≤ p(
n−1∑
i=n−k
λi)−
n−1∑
i=1
λi
= (p− 1)(
n−1∑
i=n−k
λi)−
n−k−1∑
i=1
λi
≤ k(p− 1)− (n− k − 1)√−δ.
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En de´rivant l’e´quation n(t+s, x) = n(s, φt(x)) +n(t, x), on trouve que n
′(t+, x) = n′(0+, φt(x)) ≤
k(p− 1)− (n− k − 1)√−δ pour tout t. En inte´grant, il vient pour tout t ∈ R,
‖ (Λkdφt)|Λkξ⊥ ‖p ≤ e−ηtJac(φt),
avec η = (n−k−1)√−δ−k(p−1). Si η > 0, i.e. si la courbure est suffisamment pince´e, on conclut
que ξ est (k, p)-contractant.
Si on remplace ξ par−ξ, les valeurs propres λi de la seconde forme fondamentale sont remplace´es
par µi = −λn−i qui satisfont
−1 ≤ µ1 ≤ · · · ≤ µn−1 ≤ −
√−δ.
La nouvelle fonction n˜(t, x) = n(−t, x) satisfait
n˜′(0+) ≤ p(
n−1∑
i=n−k
µi)−
n−1∑
i=1
µi
= (p− 1)(
n−1∑
i=n−k
µi)−
n−k−1∑
i=1
µi
≤ k(p− 1)(−√−δ) + (n− k − 1).
Il vient
‖ (Λkdφt)|Λkξ⊥ ‖p ≤ eη
′tJac(φt)
avec η′ = k(p− 1)√−δ − n+ k + 1. Si η′ > 0, on conclut que ξ est (k, p)-dilatant. q.e.d.
Remarque 6 Cas limite.
Si p = q(n, δ, k), le flot φt diminue au sens large la norme L
p des k-formes transverses, au sens ou`
‖ (Λkdφt)|Λkξ⊥ ‖p ≤ Jac(φt).
Remarque 7 Cas d’e´galite´.
Dans l’argument ci-dessus, les ine´galite´s sont optimales dans le cas ou` les valeurs propres ne
prennent que deux valeurs. Il est facile, a` l’aide de [He], de faire la liste des espaces homoge`nes a`
courbure sectionnelle strictement ne´gative pour lesquels les valeurs propres prennent exactement
deux valeurs e´gales aux bornes de la courbure sectionnelle. En voici deux familles particulie`res.
Exemple 8 Les espaces syme´triques de rang un.
La courbure sectionnelle varie entre −1 et −1/4. Les valeurs propres sont 1/2 (avec multiplicite´
2m − 2 pour l’espace hyperbolique complexe CHm, m ≥ 2, 4m − 4 pour l’espace hyperbolique
quaternionien HHm, m ≥ 2, 8 pour le plan hyperbolique des octaves de Cayley CaH2), et 1 avec
multiplicite´ comple´mentaire, soit respectivement 1, 3 et 7.
Exemple 9 Une famille d’espaces homoge`nes.
Soient 1 ≤ µ < n des entiers et δ ∈] − 1, 0[. Soit Gµ,n,δ le produit semi-direct G = Rn−1 ×αR
ou` α est une matrice diagonale avec seulement deux valeurs propres distinctes 1 et
√−δ < 1 de
multiplicite´s µ − 1 et n − µ. La me´trique invariante dt2 + e2tdx2 + e2t
√−δdy2 (ou` x regroupe les
µ−1 premie`res coordonne´es de Rn−1 et y les n−µ suivantes) a une courbure sectionnelle comprise
entre −1 et −δ.
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2.3 Valeur au bord
Proposition 10 Soit M une varie´te´ riemannienne, soit ξ un champ de vecteurs complet sur M ,
de flot φt.
1. On suppose que ξ est (k − 1, p)-contractant et que sa norme est borne´e. Alors toute k-forme
ferme´e Lp ω posse`de une valeur au bord
ω∞ = lim
t→+∞φ
∗
tω,
et ω − ω∞ est la diffe´rentielle d’une forme Lp.
2. Si ξ est (k − 1, p)- et (k − 2, p)-contractant, et si ω = dβ ou` β ∈ Lp, alors ω∞ = 0.
3. Si ξ est (k − 1, p)- et (k, p)-contractant, alors ω∞ = 0.
Par conse´quent,
1. Si ξ est (k − 1, p)- et (k − 2, p)-contractant, T k,p(M) = 0.
2. Si ξ est (k − 1, p)- et (k, p)-contractant, Hk,p(M) = 0.
Preuve. D’apre`s la formule de Cartan, la de´rive´e de Lie Lξω = ∂∂tφ∗tω|t=0 est e´gale a`
Lξω = d(ιξω) + ιξ(dω).
Supposons que dω = 0. En inte´grant l’identite´ ∂∂tφ
∗
tω = φ
∗
tLξω, il vient
φ∗tω − ω =
∫ t
0
φ∗sLξω ds
= d(
∫ t
0
φ∗sιξω ds).
Si ξ est borne´, ‖ ιξω ‖Lp ≤ ‖ ξ ‖L∞‖ ω ‖Lp . Si de plus ξ est (k − 1, p)-contractant, il existe C et
η > 0 tels que ‖ φ∗sιξω ‖Lp ≤ C eηs‖ ω ‖Lp . Par conse´quent, l’inte´grale
Bω =
∫ +∞
0
φ∗sιξω ds
converge dans Lp. On note
ω∞ = ω + dBω
= lim
t→+∞φ
∗
tω.
Il s’agit d’une limite au sens des distributions. Si la limite est nulle, alors ω = d(−Bω) au sens
des distributions. Cela entraˆıne que −Bω ∈ Ωk−1,p(M), et que sa diffe´rentielle est ω, donc que la
classe de cohomologie Lp de ω est nulle.
Si ξ est de plus (k−2, p)-contractant, on peut aussi de´finir un ope´rateur B borne´ sur les formes
Lp de degre´ k − 1. Soit α une k − 1-forme Lp telle que dβ = ω. Il vient
φ∗tβ − β =
∫ t
0
φ∗sLξω ds
= d(
∫ t
0
φ∗sιξβ ds) +
∫ t
0
φ∗sιξ(dβ) ds,
qui tend vers dBβ + Bω quand t tend vers +∞. Mais comme ξ est (k, p)-contractant, φ∗tβ tend
vers 0. On trouve que β = −dBβ −Bω, d’ou`
ω = dβ = −dBω = ω − ω∞,
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d’ou` ω∞ = 0.
Cela prouve que dLp est exactement le noyau de l’application valeur au bord, de Ωk,p(M)∩ker d
dans l’espace vectoriel topologique des formes diffe´rentielles sur M a` coefficients distributions. Par
conse´quent, il est ferme´, donc T k,p(M) = 0.
Supposons que ξ est (k − 1, p)- et (k, p)-contractant. Soit ω une k-forme ferme´e Lp. On e´crit
ω = β + db ∧ γ ou` ιξβ = 0, ιξγ = 0. Alors φ∗tβ et φ∗t γ tendent vers 0 dans Lp, donc φ∗tω tend vers
0 dans Lp, donc ω∞ = 0, d’ou` ω ∈ dLp. Cela prouve que Hk,p(M) = 0. q.e.d.
Remarque 11 Plus ge´ne´ralement, sous des hypothe`ses ade´quates, l’ope´rateur B de´finit une ho-
motopie du complexe Ω∗,p(M) sur un complexe de formes diffe´rentielles invariantes par le flot φt.
Ce point de vue est de´veloppe´ dans [GKS], [P2].
2.4 Preuve du the´ore`me A
Soit M une varie´te´ riemannienne comple`te, simplement connexe, a` courbure ne´gative δ-pince´e.
Soit k < n = dimM . Notons q(n, δ, k) = 1 +
n− k − 1
k
√−δ. Remarquer que q(n, δ, k) est une
fonction de´croissante de k.
D’apre`s la proposition 5, si p < q(n, δ, k − 1), les champs de vecteurs de Busemann ξ sont
(k − 1, p) et (k − 2, p)-contractants. La proposition 10 s’applique, et T k,p(M) = 0. De meˆme, si
p < q(n, δ, k), ξ est (k − 1, p) et (k, p)-contractant, donc Hk,p(M) = 0.
Il reste a` traiter le cas limite p = q(n, δ, k). Dans ce cas, d’apre`s la remarque 6,
‖ (Λkdφt)|Λkξ⊥ ‖p ≤ Jac(φt).
Soit K un compact de M . Il existe une constante c = c(K) telle que les images φcj(K) pour
j ∈ Z soient deux a` deux disjointes. Alors la suite ‖ ω ‖Lp(φcj(K)) est dans `p(Z), donc tend vers
0. L’ine´galite´ 2.4 entraˆıne que si ω est une k-forme sur M annule´e par ιξ,
‖ φ∗cjω ‖Lp(K) ≤ ‖ ω ‖Lp(φcj(K))
qui tend vers 0. Cela montre que la limite au sens des distributions ω∞ est nulle sur tout compact,
donc est nulle. On conclut que Hk,p(M) = 0 aussi dans ce cas. q.e.d.
Remarque 12 Cas des produits semi-directs G = H ×αR.
Dans le cas des groupes Gµ,n,δ, le the´ore`me A s’applique, et la torsion L
p s’annule en degre´ µ pour
tout p < 1 + q(n, δ, µ− 1).
Soit G = H×αR un produit semi direct plus ge´ne´ral. Notons λ1 ≤ · · · ≤ λn−1 les parties re´elles
des valeurs propres de α re´pe´te´es autant de fois que leur multiplicite´. On suppose que λ1 > 0. On
utilise le champ de vecteurs invariant a` gauche ξ qui engendre l’action a` droite du facteur R. Le
champ −ξ est (k− 1, p)-contractant et (k− 2, p)-contractant tant que p reste strictement infe´rieur
a`
trα
λ1 + · · ·+ λk−1 . La proposition 10 s’applique, et on conclut que la torsion L
p s’annule.
3 Exemples ou` la torsion est non nulle
Ce seront des groupes de Lie, produits semi-directs de groupes abe´liens par R. On construit
des formes diffe´rentielles ferme´es explicites en utilisant la structure produit. Elles sont nulles en
cohomologie re´duite, parce que la cohomologie re´duite d’un groupe nilpotent est nulle. Pour montrer
qu’elles sont non nulles en torsion Lp, on utilise la dualite´ de Poincare´.
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3.1 Dualite´ de Poincare´
Le lemme suivant est essentiellement duˆ a` V. Goldshtein et M. Troyanov, [GT].
Lemme 13 Soit M une varie´te´ riemannienne oriente´e comple`te de dimension n. Etant donne´
p > 1, on note p′ l’exposant conjugue´, i.e. tel que
1
p
+
1
p′
= 1. Soit ω une k-forme diffe´rentielle
ferme´e et Lp sur M . Alors
– ω est non nulle en cohomologie Lp re´duite si et seulement si il existe une n−k-forme ferme´e
ψ ∈ Lp′ telle que ∫
M
ω ∧ ψ 6= 0.
– ω est non nulle en cohomologie Lp si et seulement si il existe une suite ψj de n− k-formes
diffe´rentielles Lp
′
telles que
∫
M
ω ∧ ψj ≥ 1 et ‖ dψj ‖Lp′ tend vers 0.
Preuve. Comme M est comple`te, pour toute n− 1-forme L1 dont la diffe´rentielle est L1, on a∫
M
dω = 0.
Par conse´quent, si ω ∈ Ωk,p(M) et ψ ∈ Ωn−1−k,p′(M),∫
M
ω ∧ dψ = (−1)k+1
∫
M
dω ∧ ψ.
Si ω ∈ Ωk,p(M) est nulle en cohomologie Lp re´duite, alors il existe une suite βj ∈ Ωk−1,p(M)
telle que dβj converge vers ω dans L
p. Si ψ ∈ Ωn−1−k,p′(M), il vient∫
M
ω ∧ ψ = lim
j
∫
M
dβj ∧ ψ = lim
j
∫
M
βj ∧ dψ.
Par conse´quent, pour toute forme ferme´e ψ ∈ Ωn−k,p′(M), ∫
M
ω ∧ ψ = 0.
Inversement, si ω ∈ Ωk,p(M) n’est pas nulle en cohomologie re´duite, alors, d’apre`s Hahn-
Banach, il existe une forme line´aire continue L sur LpΩk(M) qui s’annule sur l’adhe´rence de
l’image dΩk−1,p(M) mais pas sur ω. Par dualite´ de Lp et Lp
′
, il existe une forme ψ ∈ Lp′Ωn−k(M)
telle que pour tout γ ∈ LpΩk(M), L(γ) = ∫
M
γ ∧ ψ. Si β est lisse et a` support compact, on a
0 = L(dβ) =
∫
M
dβ ∧ ψ, i.e. dψ = 0 au sens des distributions. On conclut que ψ ∈ Ωn−1−k,p′(M)
est ferme´e et satisfait
∫
M
ω ∧ ψ 6= 0.
Si ω ∈ Ωk,p(M) est nulle en cohomologie Lp, i.e. ω = dβ ou` β ∈ Ωk−1,p(M), alors pour tout
ψ ∈ Ωn−1−k,p′(M), ∫
M
ω ∧ ψ =
∫
M
β ∧ dψ ≤ ‖ β ‖Lp‖ dψ ‖Lp′ ,
donc si ‖ dψj ‖Lp′ tend vers 0, il en est de meˆme de
∫
M
ω ∧ ψj .
Inversement, soit ω ∈ Ωk,p(M) une forme ferme´e. Si ω n’est pas nulle en cohomologie re´duite,
il existe une n− k-forme ferme´e ψ ∈ Lp′ telle que ∫
M
ω ∧ψ 6= 0. La suite stationnaire ψj = ψ pour
tout j convient. Supposons de´sormais que ω est nulle en cohomologie re´duite. On de´finit une forme
line´aire L sur dΩn−k,p
′
(M) comme suit. Etant donne´ γ ∈ dΩn−k,p′(M), on choisit ψ ∈ Ωn−k,p′(M)
tel que dψ = γ et on pose L(γ) =
∫
M
ω ∧ ψ. Comme l’inte´grale de ω contre une forme ferme´e
est toujours nulle, le re´sultat ne de´pend pas du choix de ψ. Supposons qu’il n’existe pas de suite
ψj ∈ Ωn−1−k,p′(M) telle que
∫
M
ω ∧ ψj ≥ 1 et ‖ ψj ‖Lp′ tend vers 0. Alors la forme line´aire L est
continue pour la norme Lp
′
. Par Hahn-Banach, L se prolonge en une forme line´aire continue sur
Lp
′
Ωn−k+1(M). Par dualite´ entre Lp et Lp
′
, il existe une k − 1-forme β ∈ Lp telle que pour tout
γ ∈ Lp′Ωn−k+1(M), L(γ) = (−1)k ∫
M
β ∧ γ. Si ψ est lisse a` support compact,∫
M
β ∧ dψ = (−1)k
∫
M
ω ∧ ψ
donc dβ = ω au sens des distributions. Par conse´quent, β ∈ Ωk−1,p(M) et ω est nulle en cohomologie
Lp. q.e.d.
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Corollaire 14 Soit M une varie´te´ riemannienne comple`te de dimension n. Soit p > 1 et p′ =
p/(p− 1). Alors
Rk,p(M)⇔ Rn−k,p′(M) = 0, T k,p(M) = 0⇔ Tn−k+1,p′(M) = 0.
Preuve. L’e´nonce´ sur la cohomologie re´duite re´sulte imme´diatement du lemme 13.
Supposons que Tn−k+1,p
′
(M) = 0. Montrons qu’il existe une constante C telle que pour tout
ψ ∈ Ωn−k,p′(M), il existe γ ∈ Ωn−k,p′(M) telle que dγ = dψ et ‖ γ ‖Lp′ ≤ C ‖ dψ ‖Lp′ . Par hy-
pothe`se, dΩn−k,p
′
(M) est ferme´ dans Ωn−k+1,p
′
(M). L’ope´rateur d induit d : Ωn−k,p
′
(M)/ker d→
dΩn−k,p
′
(M). C’est une bijection continue entre espaces de Banach, donc un isomorphisme. Notons
d
−1
son inverse, notons C la norme de cet ope´rateur. Etant donne´e une n−k-forme ω ∈ Ωn−k,p′(M),
soit φ ∈ Ωn−k,p′(M) un repre´sentant de la classe d−1dω ∈ Ωn−k,p′(M)/ker d de norme presque mi-
nimum. Elle satisfait (presque)
dω = dφ et ‖ φ ‖Lp′ ≤ C ‖ dφ ‖Lp′ .
Soit ω ∈ Ωk,p(M) une forme ferme´e, nulle en cohomologie re´duite. Alors∫
M
ω ∧ ψ =
∫
M
ω ∧ γ
est controˆle´e par ‖ dψ ‖Lp′ . Par conse´quent, il n’existe pas de suite ψj de n−k-formes diffe´rentielles
Lp
′
telles que
∫
M
ω ∧ψj ≥ 1 et ‖ dψj ‖Lp′ tende vers 0. On conclut que ω est nulle en cohomologie
Lp
′
. q.e.d.
Remarque. Plus ge´ne´ralement, Rk,p(M) est isomorphe au dual de Rn−k,p
′
(M). On aimerait dire
que T k,p(M) = Ext(Tn−k+1,p
′
(M),R) dans une cate´gorie ade´quate.
3.2 Cohomologie re´duite des groupes abe´liens
On va construire des classes de cohomologie Lp non nulles. Pour montrer qu’elles appartiennent
a` la torsion, nous auront besoin, au cours d’un raisonnement, de savoir que la cohomologie re´duite
de Rn−1 est nulle.
La remarque suivante apparaˆıt entre autres dans [G2]. Elle s’applique notamment aux groupes
de Lie nilpotents simplement connexes.
Proposition 15 Soit G un groupe de Lie simplement connexe dont l’alge`bre de Lie a un centre
non trivial. Alors la cohomologie Lp re´duite de G est nulle en tous degre´s.
Preuve. Un vecteur non nul du centre donne un champ de vecteurs de Killing ξ de longueur
constante. La formule
(φt)
∗ω − ω = d
∫ t
0
(φs)
∗ιξω ds+
∫ t
0
(φs)
∗ιξdω ds
montre que le flot de ξ agit trivialement sur la cohomologie Lp. Soit ω une forme ferme´e Lp non
nulle en cohomologie re´duite. Il existe donc une forme ferme´e Lp
′
ψ telle que
∫
G
ω∧ψ 6= 0. Comme
le flot φt est l’identite´ en cohomologie,∫
G
(φt)
∗ω ∧ ψ =
∫
G
ω ∧ ψ
pour tout t.
On utilise maintenant le fait que l’action de R sur G par le flot de ξ est propre. Soit K un
compact tel que la norme Lp (resp. Lp
′
) de ω (resp. ψ) dans G \K soit petite. Soit t tel que φt(K)
soit disjoint de K. Alors∫
G
(φt)
∗ω ∧ ψ ≤ ‖ ω ‖Lp(G\K)‖ ψ ‖Lp′ (G) + ‖ ψ ‖Lp′ (G\K)‖ ω ‖Lp(G)
est petit, contradiction. q.e.d.
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3.3 Torsion des produits directs
L’objectif est d’e´tudier la torsion Lp des groupes de Lie Gµ,n,δ. Il s’agit de produits semi-directs.
Une premie`re e´tape consiste a` comprendre les produits directs, ou plus ge´ne´ralement, les produits
riemanniens.
Soient M1 et M2 deux varie´te´s riemanniennes comple`tes. On note pii : M1 × M2 → Mi les
projections. Lorsqu’elle est vraie, la formule de Ku¨nneth e´nonce que le produit carte´sien des formes
diffe´rentielles,
(α1, α2) 7→ α1 × α2 = pi∗1α1 ∧ pi∗2α2, Ω∗,p(M1)⊗ Ω∗,p(M2)→ Ω∗,p(M1 ×M2),
induit un isomorphisme en cohomologie Lp. Si la torsion T ∗,p(M1) est identiquement nulle, c’est
vrai, voir [GKS]. Mais si T ∗,p(M1) et T ∗,p(M2) ne sont pas nulles, il en va autrement.
Exemple 16 Pour p = 2, il existe des classes non nulles α, β ∈ T 1,2(R) telles que α × β = 0
dans H2,2(R2).
Preuve. Soient α = a(x) dx une 1-forme L2 et f une fonction L2 sur R. L’e´quation df = α,
en Fourier, s’e´crit
iξfˆ(ξ) = aˆ(ξ).
Par conse´quent, la classe de cohomologie L2 de α est nulle si et seulement si ξ 7→ aˆ(ξ)
iξ
est L2.
Etant donne´es des 1-formes L2 α = a(x) dx, β = b(y) dy sur R et 1-forme L2 γ = γxdx+ γydy
sur R2, l’e´quation dγ = α× β se traduit par
iξγˆx(ξ, η)− iηγˆy(ξ, η) = aˆ(ξ)bˆ(η).
On la re´soud en prenant
γˆx(ξ, η) = − iξ
ξ2 + η2
aˆ(ξ)bˆ(η), γˆy(ξ, η) =
iη
ξ2 + η2
aˆ(ξ)bˆ(η).
On choisit pour aˆ = bˆ une fonction paire, lisse, a` support compact qui, au voisinage de 0, co¨ıncide
avec | log(1/|ξ|)|−1/2. Alors aˆ(ξ)/ξ n’est pas dans L2(R), donc les classes de cohomologie L2 de α
et β sont non nulles. En revanche, si on utilise les coordonne´es polaires ξ = ρ cos θ et η = ρ sin θ,
alors
log(
1
|ξ| ) = log(
1
ρ
) + log(
1
| cos θ| ) ≥ log(
1
ρ
),
d’ou`
|γˆx|2 ≤ |ξaˆ(ξ)bˆ(η)|
2
(ξ2 + η2)2
≤ | log( 1
ρ cos θ
)|−1| log( 1
ρ sin θ
)|−1ρ−2
≤ | log(1
ρ
)|−2ρ−2,
donc γˆx est dans L
2(R2, dξ dη), et il en est de meˆme de γˆy. On conclut que γ ∈ L2 et dγ = α× β,
donc γ ∈ Ω2,2(R2), et la classe de α× β est nulle. q.e.d.
Pour reme´dier a` cette difficulte´, on introduit une condition sur une classe de torsion Lp, appele´e
robustesse, qui garantit qu’elle reste non nulle apre`s produit carte´sien.
12
Soient M1 et M2 deux varie´te´s riemanniennes comple`tes. Supposons que T
k1,p(M1) 6= 0 et
T k2,p(M2) 6= 0. D’apre`s le lemme 13, il existe des formes ferme´es Lp ei sur Mi et des formes Lp′
e′i,j telles que ∫
Mi
ei ∧ e′i = 1 et ‖ de′i,j ‖Lp′ tende vers 0.
La forme ferme´e Lp ω = e1 ∧ e2 sur M1×M2 est elle non nulle en cohomologie ? Pour l’affirmer, il
faudrait controˆler la norme de d(e′1,j ∧e′2,j), c’est-a`-dire non seulement celles de de′1,j et de′2,j , mais
aussi celles de e′1,j et de e
′
2,j . On doit autoriser que ‖ e′1,j ‖ tende vers l’infini, mais moins vite que
‖ de′2,j ‖ ne tend vers 0. Ceci motive la de´finition suivante.
De´finition 17 Soit M une varie´te´ riemannienne comple`te de dimension n. On note Hk,po (M) le
sous-ensemble de Hk,p(M) forme´ des classes robustes, i.e. qui contiennent une forme ω ayant la
proprie´te´ suivante. Il existe une suite ω′j ∈ Ωn−k,p
′
(M) telle que
1. les inte´grales
∫
M
ω ∧ ω′j ne tendent pas vers 0 ;
2. les normes ‖ ω′j ‖Lp′ tendent vers +∞ polynomialement en j ;
3. les normes ‖ dω′j ‖Lp′ tendent vers 0 exponentiellement en j.
Enfin, on note T k,po (M) = H
k,p
o (M) ∩ T k,p(M).
Remarque 18 Cas ou` p = 2.
De`s que la torsion L2 est non nulle, il y a des classes robustes. Il est possible que cela persiste
pour tout p, mais je ne sais pas le montrer. J’en suis donc re´duit a` construire a` la main ces classes
robustes.
Proposition 19 Soient M1 et M2 des varie´te´s riemanniennes comple`tes. Le produit carte´sien de
classes de torsion Lp robustes de M1 et M2 respectivement est une classe robuste (et en particulier,
non nulle) du produit riemannien M1 ×M2. Si l’une des deux classes est de degre´ maximum, le
re´sultat est plus pre´cis : le produit carte´sien est a` nouveau une classe de torsion robuste.
Preuve. Soient ω1 ∈ Ωk1,p(M1) (resp. ω2 ∈ Ωk2,p(M2)) des formes ferme´es. Supposons qu’il
existe des formes ω′1,j ∈ Ωn1−k1,p
′
(M1) (resp. ω
′
2,j ∈ Ωn2−k2,p
′
(M2)) comme dans la de´finition 17.
Posons ω = pi∗1ω1∧pi∗2ω2 et ω′j = pi∗1ω1,j ∧pi∗2ω2,j . Alors ω est ferme´e et Lp et les formes ω′j satisfont
aux hypothe`ses de la de´finition 17, donc la classe de cohomologie de ω est dans Hk1+k2,po (M1×M2).
Supposons maintenant que k1 = n1 et que ω2 est de torsion. Soit φ une (n2− k2)-forme ferme´e
Lp
′
sur M1×M2. La restriction de φ a` presque tout facteur {∗}×M2 est ferme´e et Lp′ , donc pour
presque tout x1 ∈M1, ∫
M2
ω2 ∧ φ|{x1}×M2 = 0.
Il vient ∫
M1×M2
ω ∧ φ =
∫
M1
ω1 ∧
∫
M2
ω2 ∧ φ = 0,
autrement dit, ω est de torsion. q.e.d.
3.4 Torsion des groupes abe´liens
A titre d’application de la notion de classe robuste introduite au paragraphe pre´ce´dent, mon-
trons que la torsion Lp de l’espace euclidien est non nulle en tout degre´.
Commenc¸ons par le cas de la droite re´elle.
Lemme 20 L’ensemble T 1,po (R) est non vide. Plus pre´cise´ment, il existe une 1-forme L
p a dt et
une suite uj de fonctions lisses a` support compact sur R telles que
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1.
∫
R
uja dt ne tend pas vers 0 ;
2. ‖ uj ‖Lp′ tend vers +∞ polynomialement en j ;
3. ‖ u′j ‖Lp′ tend vers 0 exponentiellement en j.
On a de plus les proprie´te´s suivantes :
4.
∫
R
|sa′(s)|p ds < +∞ ;
5. les fonctions a et −uj sont de´croissantes sur [1,+∞[ ;
6. les fonctions a et uj sont paires et s’annulent au voisinage de 0 ;
7. ‖ uj ‖L∞ tend vers 0 exponentiellement en j ;
8. pour tout  > 0, ‖ s1−u′j ‖Lp′ et ‖ s−uj ‖Lp′ tendent vers 0 exponentiellement.
Preuve. Soit χ une fonction lisse et paire sur R, a` support dans [−1, 1], qui vaut 1 au voisinage
de 0. On pose
a(x) = (1− χ(x))|x|− 1p (log |x|)−1 si |x| ≥ e,
a(x) = (1− χ(x))e− 1p sinon.
On de´finit une suite de fonctions vj paires, de´croissantes sur [0,+∞[ par
vj(x) = 2(1− χ(x))2e−
j
p′ si |x| ≤ ej ,
vj(x) = 2j |x|−
1
p′ (log |x|)−1 si ej ≤ |x| ≤ e2j ,
vj(x) = e
− 2j
p′ (ej + 1− e−j |x|) si e2j ≤ |x| ≤ e2j(1 + j−1),
vj(x) = 0 sinon.
Comme p > 1, a et sa de´rive´e sont Lp. De plus sa′(s) ∼ − 1pa(s) donc
∫ |sa′(s)|p ds < +∞. Par
construction, v′j est nulle sur [0, e
j ], constante sur [ej , e2j(1+j−1)]. Sur l’intervalle [ej , e2j(1+j−1)],
|v′j | est majore´e par const.j s−1−1/p
′
(log s)−1. On calcule
∫ ej
0
avj = o(1),
∫ e2j
ej
avj = 1,
∫ e2j(1+j−1)
e2j
avj = O(j
−1),
∫ ej
0
|vj |p′ = 2p′ ,
∫ e2j
ej
|vj |p′ = O(j),
∫ e2j(1+j−1)
e2j
|vj |p′ = O(j−1),∫ ej
0
|v′j |p
′
= 0,
∫ e2j
ej
|v′j |p
′
= O(jp
′
e−p
′j),
∫ e2j(1+j−1)
e2j
|v′j′ |p
′
= O(jp
′−1e−2p
′j),
∫ ej
1
|s−vj |p′ = O(je−p′j),∫ e2j
ej
|s−vj |p′ = O(jp′e−p′j),
∫ e2j(1+j−1)
e2j
|s−vj |p′ = O(j−1e−2p′j),∫ ej
0
|s1−v′j |p
′
= 0,
∫ e2j
ej
|s1−v′j |p
′
= O(jp
′
e−p
′j),
∫ e2j(1+j−1)
e2j
|s1−v′j |p
′
= O(jp
′−1e−2p
′j).
Une approximation uj lisse et a` support compact de vj convient. q.e.d.
Corollaire 21 T k,p(Rn) 6= 0 pour k = 1, . . . , n.
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Preuve. Montrons d’abord que T 1,po (R
n) est non vide.
Dans Rn, on note r la distance euclidienne a` l’origine. Soit θ′ = dx2∧· · ·∧dxn une (n−1)-forme
paralle`le. La forme dr ∧ θ e´tant homoge`ne de degre´ 0, elle s’e´crit
dr ∧ θ′ = h dx1 ∧ · · · ∧ dxn
ou` la fonction h est lisse en dehors de l’origine et homoge`ne de degre´ 0. Elle n’est pas identiquement
nulle. Par homoge´ne´¨ıte´, |h| et r|dh| sont borne´es.
Soient a et uj les fonctions fournies par le lemme 20. On conside`re les formes diffe´rentielles
ω = a(rn) dr et ω′j = uj(r
n)hθ′ sur Rn. On ve´rifie que
‖ ω ‖Lp = const.(
∫ +∞
0
|a(rn)|prn−1 dr)1/p = const.‖ a ‖Lp
est finie, que ∫
Rn
ω ∧ ω′j =
∫
Sn−1
h2
∫ +∞
0
a(rn)uj(r
n)rn−1 dr = C
∫
R
auj
ne tend pas vers 0, et que
‖ ω′j ‖Lp′ = const.(
∫ +∞
0
|uj(rn)|p′rn−1 dr)1/p′ = const.‖ uj ‖Lp′
tend vers +∞ polynomialement.
On calcule
dω′j = nr
n−1u′j(r
n)h dr ∧ θ′ + uj(rn) dh ∧ θ′,
et on majore
‖ rn−1u′j(rn)h ‖Lp′ ≤ const.(
∫ +∞
0
|rn−1u′j(rn)|p
′
rn−1 dr)1/p
′
= const.‖ sn−1/nu′j(s) ‖Lp′ ,
puis
‖ uj(rn) dh ‖Lp′ ≤ const.(
∫ +∞
0
|r−1uj(rn)|p′rn−1 dr)1/p′
= const.‖ s−1/nuj(s) ‖Lp′ ,
qui tendent vers 0 exponentiellement, d’apre`s le lemme 20. On conclut que ω est dans H1,po (R
n),
donc dans T 1,po (R
n) puisque la cohomologie re´duite est nulle.
Pour avoir le cas ge´ne´ral, il suffit d’appliquer suffisamment de fois la proposition 19. q.e.d.
3.5 Graduation des formes diffe´rentielles sur les produits semi-directs
A la diffe´rence du cas des produits directs, une me´trique riemannienne invariante a` gauche sur
un produit semi-direct G = H ×αR croˆıt exponentiellement, avec des exposants diffe´rents suivant
les directions, de´termine´s par les valeurs propres de la de´rivation α. Ceci affecte les proprie´te´s de
contraction du champ de vecteurs invariant a` droite ξ qui engendre l’action a` gauche du facteur R
sur G. On a vu en section 2 comment utiliser le flot de ce champ de vecteurs - et ses proprie´te´s de
contraction de la norme Lp de formes diffe´rentielles - pour montrer que la torsion Lp est nulle. Les
meˆmes proprie´te´s vont e´videmment jouer un roˆle dans la construction de classes de torsion non
nulles.
De´finition 22 Soit G = H ×αR un produit semi-direct de groupes de Lie, soit H l’alge`bre de Lie
de H. Soit p > 1 un re´el, soit k < dimG un entier.
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1. On de´compose
ΛkH∗ = Λk+ ⊕ Λk0 ⊕ Λk−,
ou` Λk+ (resp. Λ
k
0 , resp. Λ
k
−) est la somme des espaces caracte´ristiques de Λ
kα> relatifs aux
valeurs propres de parties re´elles supe´rieures (resp. e´gales, resp. infe´rieures) a` trαp .
2. On dit que p est critique en degre´ k pour G si trαp est la partie re´elle d’une valeur propre de
l’endomorphisme Λkα> de ΛkH∗, autrement dit, si Λk0 6= 0.
3. On note d0, d± la diffe´rentielle exte´rieure compose´e avec le projecteur sur Λk0 , Λ
k
±.
La de´composition de´pendant de p, on notera Λk+(p), d+(p) s’il est ne´cessaire de spe´cifier l’exposant.
Remarque 23 Comparaison avec la de´finition 3.
Le champ ξ est (k, p)-contractant si et seulement si Λk+(p) = Λ
k
0(p) = 0, (k, p)-dilatant si et seulement
si Λk−(p) = Λ
k
0(p) = 0. Dans ce cas, d’apre`s la section 2, la torsion a des chances d’eˆtre nulle. Pour
construire des classes de torsion, on va donc exploiter le fait que Λk+(p) et Λ
k
−(p) sont simultane´ment
non nuls.
3.6 Crite`re de non-nullite´ de la torsion
On s’inspire de la discussion des produits directs (paragraphe 3.3). Lorsqu’on passe aux produits
semi-directs G = H ×αR et qu’on s’inte´resse a` un exposant p non critique, on utilise seulement le
fait que la cohomologie a` support compact de la droite re´elle est non nulle. D’une certaine fac¸on,
l’ope´rateur d+ remplace l’ope´rateur d sur l’autre facteur.
Proposition 24 Soit G = H ×αR un produit semi-direct. Soit p > 1. Soit e une k − 1-forme
ferme´e Lp sur H. On suppose qu’il existe une suite de formes e′j ∈ Ωn−k−1,p
′
(H) telle que
1. les inte´grales
∫
H
e ∧ d+(p′)e′j ne tendent pas vers 0 ;
2. la suite mj = ‖ de′j ‖Lp′ tend vers +∞ polynomialement ;
3. la suite nj = ‖ dd+(p′)e′j ‖Lp′ tend vers 0 exponentiellement.
Alors Hk,po (G) 6= 0. Si de plus H est nilpotent, alors T k,po (G) 6= 0.
Preuve. Notons pi : G → H la projection dont les fibres sont les orbites de l’action a` droite du
facteur R. Soit χ une fonction lisse sur R telle que χ = 0 au voisinage de −∞ et χ = 1 au voisinage
de +∞. On note χs : t 7→ χ(t+ s).
Posons
ω = dχ ∧ pi∗e,
La forme ferme´e ω repre´sente le produit carte´sien du ge´ne´rateur de la cohomologie a` support
compact H1c (R) et de la classe [e] ∈ T k−1,p(H) (qui est non nulle, en vertu des hypothe`ses 1 et
3). Pour montrer que sa classe de cohomologie Lp est non nulle, on utilise la dualite´ 13 avec les
formes-test ω′j de´finies comme suit.
ψj = χ1pi
∗d+e′j + (1− χ1)pi∗d−e′j + dχ1 ∧ e′j
et
ω′j = χsj (1− χ−sj )ψj ,
ou` sj est un re´el positif. Autrement dit, ω
′
j est une troncature (destine´e a` rendre sa diffe´rentielle
Lp
′
) d’une forme ψj qui est L
p′ , mais dont la diffe´rentielle ne l’est pas.
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Alors ∫
G
ω ∧ ω′j =
∫
G
dχ ∧ e ∧ ψj
=
∫
R
χ1dχ
∫
H
e ∧ d+e′j −
∫
R
(1− χ1)dχ
∫
H
e ∧ d−e′j
=
∫
H
e ∧ d+e′j
ne tend pas vers 0. Comme dψj = pi
∗dd+e′j ,
‖ χsj (1− χ−sj )dψj ‖Lp′ (G) ≤ eµsj‖ dd+e′j ‖Lp′ (H)
≤ eµsjnj .
D’autre part,
‖ d(χsj (1− χ−sj )) ∧ ψj ‖p
′
Lp′ (G)
= ‖ d(χsj ) ∧ ψj ‖p
′
Lp′ (G) + ‖ d(1− χ−sj ) ∧ ψj ‖
p′
Lp′ (G)
≤ const.(‖ (φsj )∗d+e′j ‖p
′
Lp′ (H) + ‖ (φ−sj )∗d−e′j ‖
p′
Lp′ (H))
≤ const.e−ηp′sj (‖ d+e′j ‖p
′
Lp′ (H) + ‖ d−e′j ‖
p′
Lp′ (H))
≤ const.e−ηp′sj‖ de′j ‖p
′
Lp′ (H).
Il vient
‖ ω′j ‖Lp′ (G) ≤ C (eµsjnj + e−ηsjmj).
Posons sj =
1
µ+ η
log(ηmj/µnj). Avec ce choix,
‖ dω′j ‖Lp′ ≤ C ′m
µ/µ+η
j n
η/µ+η
j ,
qui tend vers 0 lorsque j tend vers +∞. Le lemme 13 entraˆıne alors que ω est non nulle dans
Hk,p(G).
Soit ω′ une n − k-forme ferme´e Lp′ sur G. Ecrivons ω′ = β′t + dt ∧ γ′t. Alors β′t est une forme
ferme´e sur H qui est dans Lp
′
pour presque tout t ∈ R. Supposons H unimodulaire. D’apre`s le
the´ore`me 15, la cohomologie re´duite Rk−1,p(H) est nulle. Par conse´quent, pour toute k − 1-forme
ferme´e Lp e sur H,
∫
H
e ∧ β′t = 0. Il vient∫
G
dχ ∧ pi∗e ∧ ω′ =
∫
R
χ′(t) dt
∫
H
e ∧ β′t = 0.
Ceci prouve que ω = dχ ∧ pi∗e est dans T k,p(G), et donc que T k,p(G) 6= 0. q.e.d.
Remarque 25 Double valeur au bord.
Notons ξ le champ de vecteurs invariant a` gauche qui engendre l’action a` droite du facteur R. Si on
transporte ψj par son flot, on trouve des limites distinctes, respectivement d+e
′
j quand t tend vers
+∞ et d−e′j quand t tend vers −∞. Cela illustre le fait que, bien que ξ ne soit ni (k, p)-contractant,
ni (k, p)-dilatant, on peut de´finir deux valeurs au bord. Ce point de vue est de´veloppe´ dans [P2].
3.7 Construction explicite de classes de cohomologie Lp
Avant de se lancer dans le cas ge´ne´ral, traitons un exemple.
17
Exemple 26 T 3,p(G2,4,− 14 ) 6= 0 si
4
3 < p < 2.
Preuve. Ici, H = R3 avec les coordonne´es x, y, z, et une matrice α diagonale, de valeurs propres
1, 1 et 2. Lorsque 43 < p < 2, l’exposant conjugue´ p
′ satisfait 2 < p′ < 4, d’ou` 2 < trαp′ < 3. Sur les
1-formes, Λ1+(p′) est engendre´ par dz, Λ
1
−(p′) par dx et dy. On va appliquer le lemme 24 avec des
fonctions a` support compact e′j qui ne de´pendent que de la distance r a` l’origine, et une 2-forme
ferme´e e ∈ dΛ−, de la forme e = d(fβ) ou` f est une fonction de r et β une 1-forme homoge`ne de
degre´ 1.
Comme e = f ′(r)β + f(r)dβ, et comme dβ est homoge`ne de degre´ 0, |dβ| est homoge`ne de
degre´ −1, d’ou`
‖ de ‖Lp ≤ const.(‖ f ′(r) ‖Lp(R3) + ‖ r−1f ′(r) ‖Lp(R3))
≤ const.((
∫ +∞
0
|f ′(r)|pr2 dr)1/p + (
∫ +∞
0
|r−1f(r)|pr2 dr)1/p)).
Notons e′j = wj(r
2). Alors
de′j = w
′
j(r
2)d(r2) = 2w′j(r
2)(x dx+ y dy + z dz),
d+e
′
j = 2w
′
j(r
2)z dz,
dd+e
′
j = 4w
′′
j (r
2)(x dx+ y dy + z dz) ∧ z dz,
d’ou`
mj = ‖ de′j ‖Lp′ = const.(
∫ +∞
0
|rw′j(r2)|pr2 dr)1/p,
nj = ‖ dd+e′j ‖Lp′ = const.(
∫ +∞
0
|r2w′′j (r2)|pr2 dr)1/p,
Le plus de´licat a` controˆler est l’inte´grale Ij =
∫
R3
e ∧ d+e′j . Comme e′j est a` support compact,
la formule de Stokes s’applique, et
Ij =
∫
R3
fβ ∧ dd+e′j .
Choisir β invariante par rotations (autour de l’origine, ou meˆme seulement autour de l’axe Oz)
est impossible, car dr ∧ dd+e′j = (xdx + ydy) ∧ dd+e′j = 0. Il faut donc casser la syme´trie, c’est
pourquoi on choisit β proportionnelle a` dy. On calcule
dy ∧ dd+e′j = −4w′′j (r2)xz dx ∧ dy ∧ dz
= r2w′′(r2)h(x, y, z) dx ∧ dy ∧ dz,
ou` h(x, y, z) = −4xzr2 est une fonction homoge`ne de degre´ 0. C’est cette fonction qui entre comme
ingre´dient dans e : on prend β = h dy, d’ou` e = d(f(r)h dy).
Avec ce choix, il vient
±Ij =
∫
R3
e ∧ d+e′j
=
∫
R3
f(r)h dy ∧ dd+e′j
= −4
∫
R3
fh2r2w′′j (r
2) dx ∧ dy ∧ dz
= −4(
∫
S2
h2)
∫ +∞
0
f(r)w′′j (r
2)r4 dr.
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Reste a` trouver f et wj . Plutoˆt que de construire des fonctions adhoc, il suffit de prendre
f(r) = ra(r3), wj(s) = −
∫ +∞
|s|
t−1/2uj(t3/2) dt
ou` a et uj sont les fonctions obtenues au lemme 20. Les proprie´te´s 4 a` 8 de ce lemme sont la` pour
garantir que nj tend vers 0 exponentiellement, que mj tend vers l’infini au plus polynoˆmialement
et queIj ne tend pas vers 0 (voir ci-dessous). q.e.d.
Passons au cas ge´ne´ral (un peu plus ge´ne´ral que le the´ore`me B).
Proposition 27 On conside`re un produit semi-direct G = H ×αR ou` H = Rn−1 est abe´lien. On
note λ1 ≤ . . . ≤ λn−1 les parties re´elles des valeurs propres de α. On note wk = λ1 + · · · + λk et
Wk = λn−1−k + · · ·+ λn−1. Si wk−1 < wn−1
p
< Wk−1 et si p est non critique en degre´ k− 1, alors
T k,p(G) 6= 0.
Preuve. Les ine´galite´s wk−1 < wn−1/p < Wk−1 entraˆınent que wn−k < wn−1/p′ < Wn−k.
Etant donne´ I ⊂ {1, . . . , n − 1}, on note λI =
∑
i∈I λi. Conside´rons, parmi les parties I a` n − k
e´le´ments de {1, . . . , n− 1} telles que λI > wn−1/p′, celle, note´e I0, pour laquelle λI est minimum.
Notons im le plus petit indice qui n’est pas dans I0 et iM le plus grand e´le´ment de I0. Comme
λI0 > wn−1/p
′ > wn−k, im ≤ n− k et λim < λiM . Posons I1 = (I0 ∪ {im}) \ {iM}. Alors λI1 < λI0
donc par de´finition de I0, λI1 ≤ wn−1/p′. Comme p est non critique en degre´ k − 1, p′ est non
critique en degre´ n−k, donc wn−1−p′λI 6= 0 pour tout ensemble I a` n−k e´le´ments. Par conse´quent,
λI1 < wn−1/p
′.
Soit θ′ ∈ Λn−k−1H∗ un vecteur propre de Λn−k−1α relatif a` une valeur propre de partie re´elle
µ′ = λI0 −λiM , et soient η et η′ ∈ H∗ des vecteurs propres relatifs a` des valeurs propres de parties
re´elles λim et λiM respectivement. Alors (η
′ ∧ θ′)+(p′) = η′ ∧ θ′ mais (η ∧ θ′)+(p′) = 0 donc
(η + η′) ∧ ((η + η′) ∧ θ′)+(p′) = η ∧ η′ ∧ θ′
est non nul. Il existe donc θ ∈ Λk−2H∗ tel que θ ∧ (η + η′) ∧ ((η + η′) ∧ θ′)+(p′) 6= 0.
Soient a et uj les fonctions fournies par le lemme 20. Posons, pour s > 0,
v˜j(s) = s
−1/2uj(s(n−1)/2).
Notons wj la fonction a` support compact sur [0,+∞[ dont la de´rive´e est v˜j . Dans H = Rn−1, on
note r la distance euclidienne a` l’origine. On de´finit des fonctions f = ra(rn−1) et gj = wj(r2) sur
H. Par construction, dgj = 2uj(r
n−1) dr.
On conside`re les formes diffe´rentielles e′j = gjθ
′ sur H. On a de′j = w
′
j(r
2)d(r2) ∧ θ′ donc
d+e
′
j = w
′
j(r
2)dr2+ ∧ θ′ ou` on a note´
r2+ =
∑
λi+µ′>trα/p′
x2i .
Comme la forme d(r2+) est ferme´e,
dd+e
′
j = w
′′
j (r
2)d(r2) ∧ d(r2+) ∧ θ′.
Comme la n− 1-forme d(r2) ∧ d+r2 ∧ θ ∧ θ′ est homoge`ne, on peut l’e´crire
d(r2) ∧ d+r2 ∧ θ ∧ θ′ = r2h(x)dx1 ∧ · · · ∧ dxn−1
ou` la fonction h est lisse en dehors de l’origine et homoge`ne de degre´ 0. Par homoge´ne´¨ıte´, |h| et
r|dh| sont borne´es.
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Il existe un point de H ou` d(r2) = η+η′. En ce point, la n−1-forme θ∧d(r2)∧ (d(r2)∧θ′)+(p′)
est non nulle, donc h n’est pas identiquement nulle. On pose
e = d(fhθ).
Comme e′j est a` support compact,
±
∫
H
e ∧ d+e′j =
∫
H
fhθ ∧ dd+e′j
=
∫
H
fw′′j (r
2)h d(r2) ∧ d+r2 ∧ θ ∧ θ′
=
∫
Sn−2
h2
∫ +∞
0
f(r)w′′j (r
2)r2rn−2 dr
= C
∫ +∞
0
f(r)w′′j (r
2)rn dr
ou` C > 0. On calcule, pour r > 0,
w′′j (r) = −
1
2
r−3/2uj(rn−1/2) +
n− 1
2
rn−4/2u′j(r
n−1/2).
Comme uj est de´croissante sur [1,∞[, les deux termes de la somme sont de meˆme signe, donc
|
∫ +∞
1
f(r)w′′j (r
2)rn dr| ≥ 1
2
∫ +∞
1
ra(rn−1)r−3uj(rn−1)rn dr
=
1
2
∫ +∞
1
a(s)uj(s) ds
=
1
4
∫
R
a(s)uj(s) ds
qui ne tend pas vers 0. L’inte´grale
∫ 1
0
f(r)w′′j (r
2)rn dr tend vers 0, donc
∫
H
e ∧ d+e′j ne tend pas
vers 0.
Comme e = hf ′(r)dr ∧ θ + fdh ∧ θ,
‖ e ‖Lp ≤ const.‖ f ′(r) ‖Lp(H) + ‖ r−1f(r) ‖Lp(H)
= const.(
∫ +∞
0
|f ′(r)|prn−2 dr)1/p
+
∫ +∞
0
|r−1f(r)|prn−2 dr)1/p
≤ const.(
∫ +∞
0
|rn−1a′(rn−1)|prn−2 dr)1/p
+
∫ +∞
0
|a(rn−1)|prn−2 dr)1/p
= const.(
∫ +∞
0
|sa′(s)|p ds)1/p +
∫ +∞
0
|a(s)|p ds)1/p
est finie.
Comme de′j = 2uj(r
n−1)dr ∧ θ′,
‖ de′j ‖p
′
Lp′ = const.
∫ +∞
0
|uj(rn−1)|p′rn−1 dr
= const.
∫ +∞
0
|uj(s)|p′ ds
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croˆıt polynomialement en j, d’apre`s le lemme 20.
Comme dd+e
′
j = w
′′
j (r
2)d(r2) ∧ d+r2 ∧ θ′,
‖ dd+e′j ‖Lp′ ≤ const.((
∫ +∞
0
|r−1uj(rn−1)|p′rn−1 dr)1/p′
+(
∫ +∞
0
|rn−2u′j(rn−1)|p
′
rn−1 dr)1/p
′
)
= const.((
∫ +∞
0
|s−1/n−1uj(s)|p′ds)1/p′
+(
∫ +∞
0
|sn−2/n−1u′j(s)|p
′
ds)1/p
′
),
tend vers 0 exponentiellement, d’apre`s le lemme 20. De la proposition 24, il re´sulte que T k,p(G) 6=
0. q.e.d.
3.8 Torsion de l’espace hyperbolique re´el
Lorsqu’on s’inte´resse a` un exposant p critique, on utilise le fait que la cohomologie Lp de la
droite re´elle est non nulle, ainsi qu’une information plus fine sur la cohomologie Lp de H, faisant
jouer un roˆle important a` l’ope´rateur d0.
Proposition 28 Soit G = H ×αR un produit semi-direct. Soit p un exposant critique en degre´
k − 1, i.e. tel que Λk−10 6= 0. On suppose qu’il existe une k − 1-forme e ferme´e et Lp sur H et une
suite e′j ∈ Ωn−k,p
′
(H) telles que
– e− = 0, e′j,− = 0, d−e
′
j = 0 ;
–
∫
H
e ∧ e′j ne tend pas vers 0 ;
– ‖ e′j,0 ‖Lp′ , ‖ e′j,+ ‖Lp′ et ‖ d+e′j ‖Lp′ tendent vers l’infini polynoˆmialement en j ;
– ‖ d0e′j ‖Lp′ tend vers 0 exponentiellement en j.
Alors Hk,p(G) 6= 0.
Preuve. Soient a et uj des fonctions sur R qui sont nulles sur [0,+∞[ et co¨ıncident sur ]−∞, 0]
avec celles construites en 20.
On pose ω = a(t) dt ∧ pi∗e et ω′j = uj(t)pi∗e′j . Alors ω est ferme´e. Comme e− = 0, il existe une
constante strictement positive ν telle que
‖ ω ‖pLp(G) ≤ const.
∫ 0
−∞
|a(t)|p(eνt‖ e+ ‖pLp(H) + ‖ e0 ‖pLp(H)) dt,
donc ω ∈ Lp(G). De meˆme,
‖ ω′j ‖p
′
Lp′ (G) ≤ const.
∫ 0
−∞
|uj(t)|p′(eνt‖ e′j,+ ‖p
′
Lp′ (H) + ‖ ej,0 ‖
p′
Lp′ (H)) dt
tend vers +∞ polynoˆmialement. On calcule
dω′j = u
′
j(t) dt ∧ pi∗e′j + uj(t)pi∗de′j ,
et
‖ u′j(t) dt ∧ pi∗e′j ‖p
′
Lp′ (G)
≤ const.
∫ 0
−∞
|u′j(t)|p
′
(eνt‖ e′j,+ ‖p
′
Lp′ (H) + ‖ ej,0 ‖
p′
Lp′ (H)) dt
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tend vers 0 exponentiellement car ‖ u′j ‖Lp′ et ‖ u′j ‖L∞ tendent vers 0 exponentiellement. De meˆme
‖ uj(t)pi∗de′j ‖p
′
Lp′ (G)
≤ const.
∫ 0
−∞
|uj(t)|p′(eνt‖ d+e′j ‖p
′
Lp′ (H) + ‖ d0ej ‖
p′
Lp′ (H)) dt
tend vers 0 exponentiellement car ‖ d0e′j ‖Lp′ et ‖ uj ‖L∞ tendent vers 0 exponentiellement.
Enfin ∫
G
ω ∧ ω′j =
∫ 0
−∞
auj
∫
H
e ∧ e′j
ne tend pas vers 0. On conclut avec le lemme 13 que ω est non nulle dans Hk,p(G). q.e.d.
Corollaire 29 Soit M = RHn l’espace hyperbolique re´el de dimension n. Pour chaque 2 ≤ k ≤
n− 1,
T k,p(M) 6= 0 ⇔ p = n− 1
k − 1 .
Preuve. Le the´ore`me A s’applique et entraˆıne que, pour tout p 6= n−1k−1 , T k,p(M) = 0. De plus,
Hk,p(M) = 0 de`s que p ≤ n−1k−1 .
Re´ciproquement, soit e une k − 1-forme ferme´e a` support compact sur Rn−1, non nulle. Cela
existe de`s que k ≥ 2. Soit e′j = e′ une n − k-forme sur Rn−1 telle que
∫
e ∧ e′ 6= 0. Comme
Λk−1 = Λk−10 , Λ
n−k = Λn−k0 et Λ
n−k+1 = Λn−k+1+ , les conditions e− = 0, e
′
− = 0 et d−e
′ = 0 sont
automatiquement satisfaites. De plus, d+e
′ = 0, donc la proposition 28 s’applique, et Hk,p(M) 6= 0.
Pour montrer que Rk,p(M) = 0, on utilise la dualite´ de Poincare´, corollaire 14. En degre´
k′ = n−k, l’exposant conjugue´ p′ = n− 1
n− k = qn,−1, k
′, est justement le cas limite d’application du
the´ore`me A, donc Hn−k,p
′
(M) = 0. En particulier, Rn−k,p
′
(M) = 0, d’ou`, par dualite´, Rk,p(M) =
0. On conclut que T k,p(M) 6= 0. q.e.d.
3.9 Preuve du the´ore`me B
Le cas de l’espace hyperbolique re´el a fait l’obet du paragraphe 3.8.
Le groupe Gµ,n,δ s’obtient en faisant λ1 = · · · = λn−µ =
√−δ, λn−µ+1 = · · · = λn−1 = 1. On
pose k = µ, il vient Wk−1 = k−1, wn−1 = k−1+(n−k)
√−δ. Les exposants critiques en degre´ k−1
sont les nombres de la forme wn−1/λ ou` λ est une somme de k−1 nombres parmi λ1, . . . , λn−1. Le
plus petit est
wn−1
Wk−1
. Le suivant est
wn−1
Wk−2 + λn−k
>
wn−1
wk−1
. On peut donc appliquer la proposition
27 et conclure que T k,p(G) 6= 0 pour tout p dans l’intervalle
]
wn−1
Wk−1
,
wn−1
Wk−2 + λn−k
[ = ]q(n, δ, k − 1), 1 + 1 + (n− k − 1)
√−δ
k − 2 +√−δ [.
Si Gµ,n,δ e´tait quasiisome´trique a` une varie´te´ riemannienne M simplement connexe, comple`te, a`
courbure sectionnelle ne´gative δ′-pince´e pour un δ′ < δ proche de δ, alors, pour q(n, δ, µ−1) < p <
q(n, δ′, µ−1), Tµ,p(Gµ,n,δ) 6= 0 mais le the´ore`me A donne que Tµ,p(M) = 0, c’est incompatible avec
l’invariance sous quasiisome´trie de la cohomologie Lp pour les espaces uniforme´ment contractiles,
voir [G2], section 8. q.e.d.
Exemple 30 Cas des espaces syme´triques de rang un.
La construction qui pre´ce`de ne s’e´tend pas aux produits semi-directs G = H ×αR ou` H est
nilpotent non abe´lien. On l’explique sur l’exemple ou` G est isome´trique au plan H2C. Dans ce cas,
H est le groupe d’Heisenberg de dimension 3. Son alge`bre de Lie H admet une base (X,Y, Z) ou`
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Z = [X,Y ] est central. Dans cette base, la matrice de la de´rivation α est
1 0 00 1 0
0 0 2
. Soient dx,
dy, τ = dz − xdy les e´le´ments de la base duale, vus comme formes invariantes a` gauche sur H. Ce
sont des vecteurs propres de α, pour les valeurs propres −1, −1 et −2. Soit p un re´el, 43 < p < 2.
On s’inte´resse a` la torsion en degre´ 2, T 2,p(G). Alors 2 < p′ < 4, 1 < trαp′ < 2, donc Λ+(p′) est
engendre´ par τ , Λ−(p′) par dx et dy.
Soit e′j une suite de fonctions sur H. Alors
de′j = (Xe
′
j)dx+ (Y e
′
j)dy + (Ze
′
j)τ
d+e
′
j = (Ze
′
j)τ
dd+e
′
j = d(Ze
′
j) ∧ τ + (Ze′j)dτ .
En particulier, Ze′j = −dd+e′j(X ∧ Y ).
Par conse´quent,
|‖ d+e′j ‖Lp′ ≤ ‖ dd+e′j ‖Lp′ ,
et
∫
H
e∧ d+e′j doit tendre vers 0 en meˆme temps que ‖ dd+fj ‖Lp′ . Il n’existe donc aucune donne´e
e, e′j qui satisfasse aux hypothe`ses du lemme 24.
De fait, T 2,p(CH2) = 0 pour 43 < p < 2, voir [P2].
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